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Resumo

Neste trabalho estuda-se a eficacia de métodos para o problema de andlise de sobrevivéncia
em dados lineares e nao-lineares. Para tanto, sdo estudados métodos estatisticos tradicionais
para solugao deste problema como o método de Cox e de Kaplan-Meier e Nelson-Aalen.
Além disso, sao estudados os métodos baseados em aprendizado de maquinas, mais
especificamente maquinas de vetores de suporte (SVM), nas formulagoes classicas para
regressao e ranqueamento. Em particular, as adaptacoes das formulagoes para o problema
de analise de sobrevivéncia. Estes métodos podem tratar problemas nao-lineares através

do "truque do kernel".

Sao realizados experimentos para avaliar a eficicia de cada método estudado. Utiliza-se o
pacote estatistico R, que dispde da biblioteca virtual Survival, de onde sao obtidos dados
de estudos reais. Também sao criados conjuntos de dados artificiais a fim de analisar o

resultado dos métodos para dados nao-lineares.

Os resultados dos experimentos mostram que, para dados lineares, os métodos classicos e
os métodos baseados em aprendizado de maquina sao equivalentes. No entanto, algumas
formulacoes se destacam quando aplicadas em dados nao-lineares, indicando melhor eficicia

neste cenério.

Palavras-chaves: analise de sobrevivéncia. maquinas de vetores de suporte.
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1 Introducao

Atualmente, dados sao gerados e coletados com facilidade e este fendmeno tem
impulsionado o desenvolvimento de novas ferramentas cada vez mais sofisticadas para
tratamento e analise destes dados. A area de aprendizado de maquinas em particular tem

um papel importante para compreensao do problema estudado e realizacao de previsoes.

Em aprendizado de méaquinas, a anélise de dados é geralmente dividida em tarefas,
ou problemas, que possuem algoritmos bem definidos para sua solugao. Dentre os problemas
mais comuns, pode-se destacar o aprendizado supervisionado, nao-supervisionado e por
reforco. Para o primeiro, em geral, o problema ¢ de classificacdo ou regressao. Neste caso, um
conjunto de dados é conhecido e possui rotulos, também conhecidos, determinados por um
especialista. Em um problema de classificagao, o rotulo toma valor em um conjunto discreto,
ja no problema de regressao, pode tomar valor reais (MONARD; BARANAUSKAS, 2003).
Por exemplo, é possivel pensar no problema de verificar a relagao entre expectativa de
vida e PIB per capita como um problema de regressao, pois estes valores tomam valores
reais, enquanto a verificagdo de spam em uma caixa de entrada de email é um problema
de classificagdo, pois os valores sao discretos (IZBICKI; SANTOS, 2020).

Um problema de aprendizado supervisionado que nao recebe tanta atencao como
os mencionados no paragrafo anterior é o problema da andlise de sobrevivéncia (JAMES
et al., 2013). Andlise de sobrevivéncia teve inicio como um campo da estatistica e possui
diversas aplicagdes. O seu objetivo é analisar e modelar dados onde o evento de interesse é
o tempo até a ocorréncia de um evento, ou seja, fazer a previsao de eventos que ocorrem
no tempo. Por exemplo, em um estudo clinico o evento de interesse pode ser o tempo
até o 6bito ou tempo até tratamento de um paciente. Muitas vezes esta previsao é feita
conhecendo caracteristicas do invididuo, que sdo chamadas de covariaveis. O maior desafio
é a existéncia de eventos com tempo nao observado ou tempo nao contido no intervalo de
monitoramento. Isso é chamado de censura e a melhor forma de modelar esses dados é

usando técnicas de andlise de sobrevivéncia (LIU, 2012).

Considere um estudo que ocorre em um intervalo de tempo [0, 7] com um conjunto de
covariaveis. O evento de interesse (chamado de "tempo de falha'ou "tempo de sobrevivéncia")
ocorre dentro desse intervalo e é conhecido. Aquele cujo tempo nao é conhecido ou esta
fora do periodo de estudo é chamado de censurado, sendo essa a principal caracteristica
dos dados onde sera aplicada a analise de sobrevivéncia. Nesse caso, tem-se uma estimativa
inferior ou superior para este valor, sendo chamada, respectivamente, de censura a direita

e a esquerda. O tempo de sobrevivéncia é independente da censura.

As observagoes com censura nao devem ser descartadas da andlise, pois fornecem
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informacoes importantes e, caso omitidas, pode levar a conclusoes viciadas ou enviesadas.
Por isso, torna-se necessario utilizar a abordagem de anéalise de sobrevivéncia para esse

conjunto de dados ao invés de técnicas estatisticas classicas.

Nesse trabalho sao estudados métodos estatisticos tradicionalmente aplicados em
dados censurados como Klapan-Meier e Nelson-Aalen e Método de Cox. Também serao
apresentadas abordagens através de maquinas de vetores de suporte, mais especificamente

usando a técnica de regressao, ranqueamento e a combinagao destas.

1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho é comparar os métodos estatisticos tradicionais para
solucdo do problema de andlise de sobrevivéncia com métodos baseados em aprendizado
de maquinas, em particular os métodos baseados em kernel, como é o caso da maquina de
vetores de suporte. Esta comparacao sera feita usando dados frequentemente utilizados
para o estudo de analise de sobrevivéncia bem como em dados artificiais nao-lineares.
Deseja-se verificar se os métodos tradicionais conseguem captar a nao-linearidade dos

dados.



2 Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo serd apresentado formalmente o problema de analise de sobrevivéncia,
bem como alguns dos métodos existentes para soluciond-lo. Inicialmente define-se o
problema de analise de sobrevivéncia e a notacao que sera empregada. Em seguida, sao
apresentados alguns métodos classicos, a saber: Kaplan-Meier, Nelson-Aalen e método de
Cox. E apresentado o método tradicional de aprendizado supervisionado - SVM - e, entéo,
sua formulacao para um conjunto de dados censurados. Mais especificamente, aborda-se o
problema por regressao e ranqueamento. Além disso, apresenta-se um método que combina

as duas abordagens estudadas.

2.1 Formulacao

Considera-se um problema com individuos que estao sujeitos a um evento que ocorre
aleatoriamente no tempo. Por exemplo, um estudo clinico, que ocorre durante 5 anos, cujo
evento ¢ a data de 6bito do paciente. Esta data ¢ representada pela variavel aleatoria 7.
O evento de interesse é chamado de "tempo de falha'ou "tempo de sobrevivéncia". Caso o
paciente abandone o estudo antes de seu término ou permaneca vivo até o fim do estudo,
chamamos o evento de censurado. Em um estudo, é observado o tempo de falha T ou o
tempo de censura C' (WANG; LI; REDDY, 2019). Ou seja, é a varidvel aleatéria

Y = min(7, C). (2.1)

O conjunto de dados dos estudos sao caracterizados pelo tempo de falha e censura.
Também por conjuntos de covariaveis, ou seja, caracteristicas que descrevem os individuos,
como sexo bioldgico, idade, peso, entre outras. O tempo de falha é constituido de tempo

inicial, escala de medida e evento de interesse (falha).

O tempo de inicio de estudo deve ser definido. Os dados sdo comparaveis no inicio
do estudo, com excecao das covariaveis. A escala de medida é quase sempre o tempo real.

O evento de interesse é o tempo de falha, que deve ser definido de forma clara e precisa.

Este problema pode ser resolvido por técnicas usuais estatisticas, como regressao
linear. Porém, como o tempo de falha de alguns individuos é incompleto a solugao do
problema é um pouco mais complicada. Geralmente, esses dados sao descartados, porém
eles possuem informagoes valiosas para o estudo e o resultado costuma ser enviesado. A

censura pode ser a direita ou a esquerda.

Censura a direita ocorre quando T' > Y, ou seja, o tempo de falha real T" é, no
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Figura 1 — Exemplo de tempo de falha e de censura. Para os pacientes 1 e 3 existe tempo
de falha. Ja para os pacientes 2 e 4 possuem tempo de censura, sendo que o

primeiro estava vivo quando o estudo terminou e, o segundo, abandonou o
estudo (JAMES et al., 2013).

Patient

0 100 200 300

Time in Days

minimo, o tempo observado Y. Note que 7" > Y é uma consequéncia de (2.1). Tipicamente
o tempo é representado da esquerda para direita, como na Figura 1, por isso o nome
censura a direita. Censura a esquerda ocorre quando o tempo de falha real T' é menor
ou igual ao tempo observado Y. Por exemplo, em um estudo de tempo de gravidez sao
entrevistas pacientes 250 dias depois da concepcao, quando algumas ja passaram pelo
trabalho de parto. Neste caso, o tempo de gravidez é menor que 250 dias. Assim, o tempo
de censura refere-se ao conjunto de dados que nao é conhecido o tempo exato do evento,
mas o intervalo onde ele cai é conhecido. Neste trabalho, serao estudados casos com censura
a direita.

Os dados de sobrevivéncia de um individuo i sdo representados por (¢;, d;, z;), onde
t; ¢ o tempo de falha, ¢; indica censura e z; sdo as covariaveis (COLOSIMO; GIOLO,
2006), como dado abaixo:

1 se t; ¢ um tempo de falha,

0 se t; € um tempo censurado.

Uma variavel importante para descrever estudos de sobrevivéncia ¢ a funcao de

sobrevivéncia, que é a probabilidade de uma observacdo nao falhar até o tempo t:
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S(t) = P(T > t). (2.3)

Note que a fungao de distribui¢do acumulada F(t) = 1 — S(t) é a probabilidade de uma
observacao nao sobreviver até o tempo t. A funcao de falha ou taxa de falha é formalmente

definida como

Pt<T<t+AtT > 1)
At—0 At ’

onde T' é o dado censurado. Considerando At extremamente pequeno, podemos definir,

(2.4)

informalmente, que

Pt<T<t+At|T >t
At ~ 2 N T2t (2.5)

A taxa de falha é importante, pois esta relacionada com a curva de sobrevivéncia e

é a base para modelar conjuntos de dados com censura como uma fun¢ao de covariaveis.

Para dois eventos A e B, a probabilidade de A dado B é P(A|B) = P(ANB)/P(B).
Dado que S(t) = P(T > t), temos,

P(t<T <t+At)N (T > t)/At)

A®) = Jim P(T > t) (2:6)
. P T<t+At)/AL
= pTsy 20
_f®
- 19, (28)
onde,
£6) = lim Pt <T <t+At) 2.9)

At—0 At
¢é a funcao densidade de probabilidade associada a T', ou seja, é a taxa de falha instantanea

no tempo t. Na equagao (2.6) usa-se t < T <t + At, entdo T > t.

A equacdo (2.8) mostra uma relagao entre a funcao de falha A(t), a funcao de
sobrevivéncia S(t) e a fungao densidade de probabilidade f(t). Sdo formas equivalentes de

descrever a distribuigdo de T. Em particular, a equagao (2.8) implica na seguinte forma
para S(t) : S(t) = exp(— [3 \(u) du).

A funcao de taxa de falha acumulada também é ttil e de interesse para analise de

sobrevivéncia. E definida por

A = [ "Au) du. (2.10)
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O tempo médio de vida pode ser obtido através da fungdo de sobrevivéncia

t = /Ooo S(t) dt. (2.11)

E possivel obter o tempo de vida média residual

vmr(t) = Jo™ (u _Si(?t)f(U) du = Jo” gg)) du7 (2.12)

onde f(.) é a fungao de densidade de T. Essa varidvel significa que para individuos com

idade t esta quantidade mede o tempo médio restante de vida e é, entao, a area sob a

curva de sobrevivéncia a direita do tempo ¢ dividida por S(t).

2.2 Métodos Estatisticos Tradicionais

Este capitulo apresenta as principais técnicas estatisticas para analise de sobre-
vivéncia. Serao explicados os métodos de Kaplan-Meier e Nelson-Aalan, taxa de falha e

método de Cox.

2.2.1 Kaplan-Meier e Nelson-Aalen

E dificil estimar S (t) na presenca de dados censurados, uma estratégia para con-
tornar esse problema é fazer uma estimativa S (1). Seja t; < ty < .. < tg K taxas de
falhas entre os dados nao censurados e ¢, o nimero de dados que falham no tempo t.
Para k = 1,..., K, seja r; a quantidade de dados sem falha anterior a t,. Pela lei da
probabilidade total (JAMES et al., 2013),

P(T > ty) = P(T > t|T > tp—1)P(T > ty—1) + P(T > t|T < tp—1)P(T < t—q1) (2.13)

Como tj, < tg_1, entdao P(T > t;|T < t;_1) = 0. Logo,

S(tk) = P(T > tk) = P(T > tk‘T > tk_l)P(T > tk—l) (214)
= P(T > tk|T > tkfl)S(tkfl) (215)
= P(T>tk|T>tk,1> X ... X P(T>t1‘T>t2)P(T>t1) (216)

Tomando o estimador

A

P(T > 4|T > tj1) = (r; — q5) /15, (2.17)

que ¢ a fracao do risco no tempo t; para o evento que durou ap6s t;. Dessa forma, o

estimador de Kaplan-Meier da curva de sobrevivéncia é
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E oo
St = [ =2 — 9. (2.18)
j=1

Para os tempos ¢ entre &y e ty.1, temos S(t) = S(t;,). Por isso, a curva de sobre-
vivéncia de Kaplan-Meier é uma funcao escada, com degraus nos tempos observados de

falha de tamanho 1/n, onde n é o tamanho da amostra, como mostra a Figura 2.

O estimador de Kaplan-Meier se reduz a funcao de sobrevivéncia empirica quando
nao existem censuras (GOEL; KHANNA; KISHORE, 2010), sendo esta

g (t) = ntimero de observagoes que nao falharam até o tempo t (2.19)
N nimero total de observacoes no estudo '

Ele nao gera vicios a medida que o tamanho da amostra aumenta, fracamente consis-
tente, converge assintoticamente para um processo gaussiano; é estimador de maxima

verossimilhanca de S(t) e esta disponivel em diversos pacotes estatisticos.

O estimador de Kaplan-Meier esta sujeito a variacoes que devem ser descritas em

termos de estimagoes intervalares. Sua variancia assintotica é

gar($(t) = [SHP . — 2 —. (2.20)

j=1 ri(rj — qj)
Esta expressao ¢ conhecida como féormula de Greenwood (COLOSIMO; GIOLO, 2006).
Para valores de ¢ muito altos, o intervalo de confianca pode apresentar limite inferior

negativo ou limite superior maior que 1. Nesses casos, é necessarios fazer uma transformagcao

de S(t) para resolver o problema, por exemplo, fazemos U (t) = log[—log(5(t))]

— o Z] 11”] r] qj)
var(U(t)) = [Zj | log (i qJ)]z' (2.21)

Um intervalo aproximado de 100 - (1 — a)% de confianga para S(t) é dado por

S(t) - exp{:l:za/Q\/W(U(t))}, (2.22)

que assume valores no intervalo [0, 1], sendo S(t) com distribuicdo assintética normal
(COLOSIMO; GIOLO, 2006).

O estimador de Nelson-Aalen é mais recente do que o de Kaplan-Meier e baseia-se

na expressao

S(t) = exp(—A(t)) = exp{— / u) du}, (2.23)

onde A(t) é a fungao de risco acumulada. Isto é, o estimador de Nelson-Aalen é dado por

S(t) = A(t), em que
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Figura 2 — Curva de sobrevivéncia de Kaplan-Meier (linha sélida) e erro padrao (curvas
tracejadas) para o conjunto de dados BrainCancer (JAMES et al., 2013).

1.0

0.8
l

04

.........................

Estimated Probability of Survival
0.2

Months

Alt) = i 4 (2.24)

A variancia do estimador para A(t), proposta por Aalen (COLOSIMO; GIOLO,
2006), é dada por

koo
var(A) =Y 4. (2.25)
=17
Dessa forma, a variancia de A(t) é dada por
~ ~ k q.
var(S(t)) =[SO sz (2.26)
j=1"7

Os estimadores de Kaplan-Meier e Nelson-Aalen apresentam na maioria das vezes
estimativas muito proximas para S(t), sendo o ultimo maior ou igual que o primeiro.
Ambos nao consideram covariaveis e, para contornar o problema, pode-se calcular o tempo
de sobrevivéncia de agrupamentos de individuos que compartilham caracteristicas através

de técnicas de estratificacao.
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2.2.2 Método de Cox

O método de Cox faz uma suposi¢gao bésica, que é da taxa de falha proporcional,

que afirma que

At = doft) - exp(3" 21565, (227)

j=1
onde Ao(t) > 0 é uma fun¢ao nao determinada conhecida como pardmetro de falha.

Também pode ser escrita de forma genérica como

A funcao de falha para um dado com vetor de caracteristicas x; é uma funcao
Ao(t) desconhecida multiplicada pelo fator exp(3=Y_, x;3;), por isso chamamos A(t|x;) de
"falha proporcional’. O valor exp(3-5_; 2;;0;) ¢ chamado de risco relativo para o vetor

z; = (x4, ..., xip)", para o vetor de caracteristicas (covariaveis) x; = (0, ..., 0)"

A possibilidade do pardmetro de falha \y(t) assumir qualquer formato, faz com
que a funcao de falha seja bastante flexivel e possa modelar diversos tipos de relagao entre
as covariaveis e o tempo de sobrevivéncia. A tnica suposicao feita é de que o crescimento

de x;; corresponde a um crescimento de A(t|z;) por um fator exp(f;).

A maxima verossimilhanca associada com a i-ésima observacao é

f(t;) se a i-ésima observacao nao é censurada

L; = { (2.29)

S(t;) se a i-ésima observagao é censurada
= f(t:)"S(t:)" 0. (2.30)

Isso significa que se T' = t; e a i-ésima observagao nao é censurada, entdao L; é a probabi-
lidade de falha em um intervalo pequeno em torno de ;. Mas se a i-ésima observacao é
censurada, entdo L; é a probabilidade de sobrevivéncia até pelo menos t;. Assumindo que

temos n observagoes independentes e que a probabilidade dos dados ¢é

L= H FE)S(t) % = T h(t:)S (), (2.31)

onde a segunda igualdade é derivada de (2.8).

Como A(t) é uma funcao desconhecida, nao é possivel substituir \(¢|z;) na equagao
(2.31) para estimar 5 = (04, ..., §,)" por méxima verossimilhanca. O método de Cox permite

estimar ( sem precisar definir Ay (?).
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Seja 9; = 0, ou seja, a i-ésima observagao é nao censurada e, portanto, t; é
seu tempo de falha. Assim, a funcao de falha para a i-ésima observacao no tempo t; é
A(tilzi) = Ao(ts) - exp(Xi_; 24;0;) e a falha total no tempo ¢; para os observagoes em risco
de falha é

S dolti) - cap(y ws). (232)

i’:yi/Zti 7=1
Portanto, a probabilidade de que a i-ésima observacao ira falhar no tempo t; ao invés de

uma das outras observagoes no conjunto de risco é

Moti) - exp(Cii wifB;) exp(35_1 vijB;) (2.33)
Yirtyzt; Aolts) - exp(Cjoy TiriBi)  Xirysy, -exp(jy TiriB;)

A maéxima verossimilhanca parcial é o produto dessas probabilidades em todas as

observagoes nao censuradas

exp(325_1 T B;)

PL(B) = 2 . (2.34)
i:gl Zi’:ti/Zti exp(zlj?zl ‘/L‘i/jﬁj)

E valida independentemente do valor de Ag(t), tornando o modelo bastante flexivel e

robusto. Para estimar S basta maximar (2.34) em relacao a /3.

A principal vantagem do método de Cox é a consisténcia dos resultados obtidos.
Também permite identificar as covariaveis que tem influéncia significativa na taxa de risco

entre os elementos.

2.3 Abordagem por Maquinas de Vetores de Suporte

Neste capitulo serao apresentados métodos de analise de sobrevivéncia baseados
em aprendizado de maquinas. Aborda-se o método tradicional de maquina de vetores de
suporte (SVM, do inglés support vector machines) para regressao e para ranqueamento.
Em seguida, apresenta-se sua formulacao considerando dados censurados. Também sao

apresentada duas formulagoes combinando-se modelos.

2.3.1 Maquinas de vetores de suporte para regressao

A regressao SVM (SVR) é um método para estimar uma fun¢ao que retorna um
numero real a partir de um dado de entrada baseado no conjunto de dados de treinamento.
A SVR tem as mesmas propriedades que o SVM: maximizac¢ao da margem e truque do

kernel para problemas nao-lineares (YU; KIM, 2012).

Dado o conjunto de treinamento D = (x;,t;),. .., (x,,t,), 0 problema consiste em

é encontrar uma funcao f : R™ — R que aproxima t; para o x; correspondente. Ou seja,
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flx) =w'z +0, (2.35)
onde w é um vetor e b é o viés.

A perda e-insensivel, dada por c(e) = max(0,|e| — €), onde e = f(x;) — t;, é
minimizada com regularizagao controlando a qualidade (SHIVASWAMY; CHU; JANSCHE,
2007). A perda e-insensivel é zero desde que a diferenca absoluta do valor real e do valor
previsto seja menor que €. H4 um custo, que cresce linearmente, quando a diferenca

absoluta é maior que €. A solu¢ado do problema linear é

. 1 - .
minu e e |l +C (6 + &), (2.36a)
i=1
. ti—wa, —b<e+ &, § >0, VI<i<n,
sujelto a

wrtb—t;<et§, §20, VI<i<n
sendo C' uma constante de regularizacao estritamente positiva , §;, £ variaveis de
folga que permitem erros nas previsoes dos dados de treinamento e € > 0 o tamanho da

margem.

A formulacao dual permite o uso de kernels, simplificando a solucao do problema e
permitindo a solucao de problemas nao lineares, mapeando cada z; para um espaco de
Hilbert H com ¢ : R™ — H. O mapeamento pode ser realizado de forma implicita através
de k: R™ x R™ — R, tal que k(z;, z;) = ¢(x;)'¢(x;), onde k é um kernel definido positivo.
A formulagao dual é (SMOLA; SCHOLKOPF, 2004)

1 n n

mma’a*§ (i — o) (e — a))k(zs, z) = (L — )y + i(zﬁZ +€)a], (2.37a)

ij=1 i=1 i=1

n
sujeito a Y (o —af) =0,0 < ay,0f <C, V1 <i<n, (2.37b)
i=1
onde a e o sdo os multiplicadores de Lagrange que satisfazem restri¢oes positivas.
Dessa forma, resolvendo a equacdo acima de forma a obter a e a* 6timos, podemos

reescrever f(z) como

~
—~
B
I

(a; — af)k(x;,x) + b. (2.38)

2.3.2 Maquinas de vetores de suporte para regressao para dados censurados

Para usar essa formulacao para dados censurados hé duas opgoes: desconsiderar

os dados censurados, resultando em tempo de falha subestimado, ou tratar os dados
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censurados como nao-eventos, resultando em um modelo enviesado. Dessa forma, ha perda
de informagao (FOUODO et al., 2018).

O modelo proposto abaixo permite considerar todas as informagoes do estudo
(dados censurados e nao-censurados) (BELLE et al., 2011a).

: 1 = .
miny e e |l + C 36 + &), (2.39a)
i=1
» ti—wa, —b<e+ &, §2>0, V1<i<n
sujeito a
di(w'z; +b—t;) <e+ &, §>0, VI<i<n,
em que € > 0 é o raio do tubo insensivel, que aparece tomando o valor nulo na formulacao
apresentada em (BELLE et al., 2011a).

A formulacao dual é

n n

1 n
minava*i (i + o) (o + af)k(xs, ;) = Y (i — €)oy + Yt + €)d;0; (2.40a)

i,j=1 i=1 i=1

sujeitoa Y (o —af) =0,0< a;, af <C, V1 <i<m; (2.40Db)
ij=1

Resolvendo a equacao acima de forma a obter a e o* 6timos, podemos reescrever f(x)

CcOomo

(o — al)k(x;, x) + b. (2.41)

~
&
I

Esse método penaliza a previsdo incorreta se a previsao foi maior ou menor que
o tempo de falha observado e, para dados censurados a direita, apenas se a previsao é
menor que o tempo de falha observado. Além disso, a penalidade é a mesma para previsoes

erradas de dados censurados ou tempo de falha observado.

2.3.3 Maquinas de vetores de suporte para ranqueamento

Outra abordagem possivel para o problema é vé-lo como um problema de ranquea-
mento. Dessa forma, o objetivo nao é saber o tempo de sobrevivéncia, mas saber se existe

um risco baixo ou alto de um evento acontecer.

A fungao de ranqueamento (SVM para ranqueamento) se diferencia da fun¢ao de

classificagao (SVM para classificacao) da seguinte forma

« No problema de classificacao o conjunto de treinamento ¢ um conjunto de dados com

seus rétulos. Para ranqueamento, é um conjunto de dados ordenados. A condigao
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“A ¢é preferivel a B” é definida como "A > B". O conjunto de treinamento é R =
(x1,91),- .-, (2n,yn), onde y; é a posicdo no ranqueamento de x;, isto é, y; < y; se
x; = xj. A classificagdo retorna uma classe distinta para cada dado, no problema
de ranqueamento a saida é uma nota (score) para cada dado, a partir do qual serd
obtido a ordenacao global. A funcdo F(z;) retorna uma nota tal que F(x;) > F(x;)

para qualquer z; > z;.

Assumindo que R é estritamente ordenado (strict ordering), isso significa que z;
e r;, em um conjunto D, sdao x; > x; ou ; <g ¥;. Seja R* o ranqueamento 6timo de
dados, onde os dados sdao ordenados perfeitamente de acordo com a escolha (preferéncia)
do usudrio. A funciao de ranqueamento RY é tipicamente avaliada por quanto se aproxima

de R*. Assumindo que F' é uma fun¢do de ranqueamento linear tal que

V{(zi,z;) cyi <y; € R} : F(x;) > F(z)) <= w-z; > w - ;. (2.42)
R é dito linearmente ranqueavel se existe uma funcao F' que satisfaz a equacao acima para

todo {(x;,x;) : y; <y; € R}. O objetivo é encontrar o vetor w tal que w - x; > w - z; para

a maioria dos pares {(z;,z;) : y; < y; € R}. Assim, o problema pode ser escrito como

min{Ly(z,6,)} = 5llwl? + € Y&, (2.430)

VW{(xix)yy <y, ER}y rw-z; >2w-x;+1—&;
sujeito a { ) v <y, J ’ = (2.43b)

V(i.g) 1 &; = 0

Através da restrigao (2.43b) e minimizando Y ¢;;, a otimizacao acima satisfaz o

problema de ordenamento no conjunto de treinamento R com erro minimo. Reorganizando
(2.43b) tem-se,

O problema de otimizagao se torna equivalente ao de SVM para classificacao em
(x; — x;). Assim, é possivel utilizar uma implementacdo de SVM existente para resolver
o problema. Os vetores de suporte sao obtidos trocando o sinal de > por = em (2.44).

Usando os multiplicadores de Lagrange, é possivel obter a formulagao dual

max{Ly(a)} = Z g — > Y k(T — gy, T, — xy), (2.45a)

ij uv

sujeito a C' > a > 0. (2.45b)



14 Capitulo 2. Fundamentacio Teorica

Dessa forma, é possivel resolver problemas nao-lineares. Obtendo o valor 6timo de «, o

vetor w pode ser reescrito como
ij

2.3.4 Maquinas de vetores de suporte para ranqueamento com dados censu-
rados

Para um conjunto de dados R com dados censurados, um par de dados {(z;,;,9;),

(xj,t;,0;)} é dito comparavel quando a ordem de acontecimento dos eventos é conhecida

ou entao ¢ um evento e um dado censurado, onde o termo da censura ¢ maior que o tempo

de falha. Isso pode ser definido como

lsed;=1ed; =1,
comp(i,j) ={1lsed;=1ed; =0et; <ty (2.47)
0 caso contrario .

O modelo é dado por

1

minges||lw|*+C Y & (2.48a)
2 Jiti>t;
comp(i,j) =1, (2.48b)

wiz; —x)) >1-&;, Vi=1,...mVj:t; >t; e comp(i,j) =1,
ieito a4V @ T 216 J+ti >ty e comp(i, j) (2.48¢)
§&j =0 Vi=1,...nVj:t; >t; e comp(i,j) = 1.

Um problema desta formulagao é que ele requer uma quantidade muito grande de
restri¢oes, na ordem de n?. Desta forma, em (BELLE et al., 2011b) é sugerido um modelo
alternativo para solucao do problema com dados censurados que é uma adaptacao do
método SVM para ranqueamento. Este modelo possui somente n restri¢coes e sera chamado

de modelo 1. A formulacao é dada por:

) 1
mlnw,£§Hw‘|2 +C Y &, (2.49a)

Jiti>t;

comp(i,j) =1, (2.49b)
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sujeito a ( )= 0 = & (2.49¢)
&j =0 Vi=1,...n.

A formulacao dual é
) 1 n n
ming, 5 >, > iar(d(@:) = o(wj)) (6(zr) — D)) — D it — tj),  (2.50a)
i=1 k=1 i=0
sujeitoa 0 > a; > C,Vi=1, ...,n, (2.50Db)
em que ¢(x) é o mapa de caracteristicas associado ao kernel k, isto é, k(x;,xx) =

O(:) ().

2.3 5 M¢étodo combinado

Também é sugerido um modelo onde combina-se o SVM para ranqueamento e

regressao, chamado de modelo 2, sendo sua formulagao

. 1 .
Hnnwfgab§|hUH2+-C7 Soobitu > &+ (2.51a)

Jiti>t; Jiti >t

wh(x; —xjp) > ti—tjn —& Yi=1,...n,
wlr; +b >t — & Vi=1,...n,
sujeito a { §;(wla; + b) > —it; — &, (2.51b)
§& >0 Vi=1,...n,
& >0 Vi=1,...n.

A primeira restricdo é a mesma que do modelo 1, é restricao de ranqueamento
otimizando o indice de concordancia. J& a segunda e terceira restri¢oes sao iguais as do
modelo de regressao. Esse modelo equivale ao modelo 1 quando p = 0 e o modelo de SVM

para regressao quando C' = 0.

A formulacao dual é
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3

MiNg, 3,5+

o (p(x:) — d(x)) (d(xr) — D))

@
L
i
I

N | —
H'M:

<Bzﬁk+azakﬁ ﬁk)qb Zaz i — lie 1

I
—

+ o+
N —

M: sMs
= I

i B — B2 () (D) — B(zs01)

&
i
I
W
I

|
M:

s
Il
—
e
I
—

Bi0:Bi( ZﬁzyﬂrZ&ﬁ ti

0>aq;>2a, Yi=1,...n,
sujeitoa S0> B>, Vi=1,...n, (2.52a)
0>8>p Vi=1,...n
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3 Metodologia

Os experimentos realizados visam comparar os resultados obtidos para diferentes
métodos de solucao do problema de andlise de sobrevivéncia. Para isso, sao utilizadas trés
bases de dados reais disponiveis na biblioteca survival do pacote estatistico R. Também
sao geradas aleatoriamente duas bases de dados artificiais, com dados nao lineares. O
indice de concordancia c-index é utilizado para verificar a assertividade do método e para

comparar diferentes métodos.

3.1 Meétodos Utilizados

Para realizagao dos experimentos faz-se o uso do pacote estatistico R (versao 3.6.3)
(FOUODO et al., 2018), das bibliotecas virtuais survival (versao 3.2-7), tidymodels (versao
1.0.0), Hmisc (versao 4.7-0), glue (versao 1.6.2) e glmnet (versao 4.1-1) e do solver Gurobi
(versdao 9.5-2).

Foram modelados os métodos de Cox (segao 2.2.2), SVM para regressao (segao

2.3.2) e modelos 1 e 2 com kernel aditivo e radial (se¢ao 2.3.5).

O método de Cox é um método classico para solucao do problema de anélise de
sobrevivéncia, aplicado tipicamente em dados lineares. SVM para regressao (SVR) com
dados cesurados se baseia no método classico de SVR, porém com algumas consideragoes
adicionais para melhor avaliacao da base de dados, conseguindo assim modelar dados
censurados. Importante notar que este método pode ser aplicado, sem perda de performance,
para dados lineares e nao-lineares. O modelo 1 é uma adaptacdo do método de SVM
para ranqueamento, considerando dados censurados. O modelo 2 é uma combinacao do
modelo 1 e SVR para dados censurados. Dessa forma, espera-se resultados melhores para

os demais, excluindo-se o método de Cox.

3.2 Bancos de Dados

3.2.1 Dados Reais

Sao utilizados os conjuntos de dados lung, diabetic e veteran da biblioteca survival

do pacote estatistico R.

Lung possui dados sobre pacientes com cancer de pulmao avangado do North
Central Cancer Treatment Group. Possui os dados do cddigo da instituicao, tempo de

sobrevivéncia em dias, status de censura (1 para censura, 2 para morte), idade em anos,
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sexo (1 para masculino, 2 para feminino), taxa de performance ECOG (0 para bom, 5
para morte), taxa de performance de Karnofsky (0 para ruim, 100 para bom) dado por
um médico e pelo paciente, calorias consumidas, perda de peso nos tultimos seis meses.
Existem 228 dados, dos quais 63 sdao censurados. A tabela 1 abaixo mostra um resumo
dos dados (THERNEAU THOMAS LUMLEY, 2023).

Tabela 1 — Lung

Statistic N Mean St. Dev.  Min Max

inst 227 11.088 8.303 1 33
time 228  305.232  210.646 5 1,022
status 228 1.724 0.448 1 2
age 228  62.447 9.073 39 82
sex 228 1.395 0.490 1 2
ph.ecog 227 0.952 0.718 0 3

ph.karno 227  81.938 12.328 50 100
pat.karno 225  79.956 14.623 30 100
meal.cal 181  928.779  402.175 96 2,600
wt.loss 214 9.832 13.140 —24 68

Diabetic possui resultados parciais de um teste de coagulagao com laser para o
tratamento de retinopatia diabética. Pacientes sdo escolhidos ao acaso de uma amostra de
pacientes com alto risco de retinoplatia diabética como definido por Diabetic Retinopathy
Study (DRS). Em cada paciente, foi escolhido ao acaso qual olho receberia o tratamento.
O evento de interesse é o tempo entre o inicio do tratamento e quando a acuidade visual
caiu abaixo de 5/200 apés duas visitas seguidas. As visitas ocorriam a cada 3 meses. O
tempo de sobrevivéncia é o tempo que o paciente leva para ficar cego, em meses, menos o

tempo minimo possivel para o evento (6,5 meses).

Possui os dados de tipo de laser (xenon ou argon), idade em que recebeu o
diagndstico, olho (esquerdo ou direito), tratamento (0 sem tratamento, 1 tratamento
com laser), grupo de risco (de 6 a 12), tempo para o evento ou ultima consulta, status (0
para censurado ou 1 para perda virtual). Existem 394 dados, dos quais 239 sdo censurados.

A tabela 2 abaixo mostra um resumo dos dados.

Veteran possui dados sobre um estudo de tratamentos para cancer de pulmao,
onde ha dois possiveis tratamentos e o paciente recebe ao acaso um deles. Possui os dados
de tratamento (1 para padrao e 2 para teste), tipo de célula, tempo de sobrevivéncia,
status de censura, taxa de performance de Karnofsky, meses do diagnéstico até inicio do
tratamento, idade, tratamento anterior (0 se ndo houve, 10 se houve). Existem 137 dados,

dos quais 9 sdo censurados. A tabela 3 abaixo mostra um resumo dos dados.
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Tabela 2 — Diabetic

Statistic N Mean St. Dev. Min Max
id 394 873.203  495.523 5 1,749
age 394 20.782 14.812 1 58
trt 394 0.500 0.501 0 1
risk 394 9.698 1.475 6 12
time 394 35.579 21.356 0.300 74.970
status 394 0.393 0.489 0 1
Tabela 3 — Veteran
Statistic N Mean St. Dev. Min Max
trt 137 1.496 0.502 1 2
time 137 121.628 157.817 1 999
status 137 0.934 0.249 0 1
karno 137 58.569 20.040 10 99
diagtime 137 R.774 10.612 1 &7
age 137 58.307 10.542 34 81
prior 137 2.920 4.563 0 10

3.2.2 Dados Artificiais

Sao gerados dados artificiais para testar o resultado dos modelos com dados

nao-lineares. A base de dados contém os dados x1, z9, status de censura e tempo de

sobrevivéncia. £ e x5 sdo definidos como dois vetores com 500 dados aleatérios de uma

distribuicao uniforme no intervalo de 0 a 2. O status de censura também é gerado a partir

de 500 amostras aleatérias de uma distribuicao uniforme no intervalo de 0 a 1. Usa-se os

seguintes critérios para transformar os dados gerados em 0 ou 1, onde x é um dado da

amostra

0sex<0,5

status(x) =

1sex>0,5.

(3.1)

Para a primeira base de dados, nao-linear-1, a funcao de falha é definida como

Mt,x) = X - exp(x? — 2w129 + 23),

(3.2)

A independe do tempo e € igual a 1. Para a segunda base de dados, nao-linear-2, a funcao

de falha é definida como

A(t,

r) = )\(x% — 27179 + x%),

(3.3)
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A independe do tempo e é igual a 1. O tempo de sobrevivéncia real é obtido através da
distribui¢do exponencial com taxa A(t,z). Para obter o tempo de censura, o valor real
obtido anterior é multiplicado por um fator aleatério dado por uma distribuicao uniforme
entre 0,3 e 0,9.

3.3 Métrica de Comparacao

Para comparar os resultados obtidos nos experimentos serd utilizado o indice de
concordancia. O indice de concordancia é a razao entre o nimero de pares concordantes
e o0 nimero de pares compardveis. E uma métrica bastante comum de ser utilizada em
analise de sobrevivéncia que quantifica a correlacao entre o tempo de sobrevivéncia e a
predi¢do dos modelos (ALABDALLAH et al., 2022). Pode ser escrito como

im1 iy (i) — ula;)) (yi — ;) = 0]
> Zi;éj comp(i, j)

onde 7 é a funcao indicadora e comp(i, j) é definido como em 2.3.4. Valores mais préximos

c-index(u) = (3.4)

de 1 indicam que o modelo é um bom preditor, enquanto valores proximos de 0 sugerem

que o modelo apresenta resultados insatisfatorios.
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4 Resultados e Discussao

Os resultados sao apresentados nos graficos abaixo para todas as bases de dados
testadas. O indice de concordancia encontra-se no eixo y e o método testado encontra-se
no eixo x. Ao todo foram testados 7 métodos: método de Cox, SVM para regressao com
kernel radial e aditivo, modelo 1 com kernel radial e aditivo e modelo 2 com kernel radial e
aditivo. Estes sdo apresentados nessa ordem nos graficos. No grafico a esquerda é possivel
observar o box-plot com os resultados para o conjunto de dados de teste; a direita ¢ possivel
observar o box-plot com os resultados para o conjunto de dados de treinamento. Deseja-se
indice de concordancia proximo de 1, pois quanto mais préximo de 1 o resultado estiver,

melhor é o resultado do modelo.

Na figura 3 é possivel observar que os melhores resultados sao obtidos com método
de Cox e SVR com kernel radial e aditivo, com indice de concordancia proximo de 0,70;
ja os piores resultados sao com o modelo 1 com kernel radial e aditivo, com indice de
concordancia préximo de 0,3. O modelo 2 com kernel radial apresenta um resultado

mediano, com indice de concordancia préximo de 0,5.

Na figura 4 é possivel observar que o melhor resultado é obtido com o SVR com
kernel aditivo; porém o método de Cox e modelo 2 aditivo possuem resultados similares

ao primeiro, com indices de concordancia préxima de 0,65.

Na figura 5 é possivel observar que os melhores resultados sao obtidos com método
de Cox, SVR com kernel radial e aditivo e modelo 2 com kernel radial e aditivo, com
resultados similares e indice de concordancia préoximo de 0,7; ja pior resultado ¢ alcancado

com modelo 1 com kernel radial e aditivo, com indice de concordancia 0,6 ou menor.

Para os dados reais testados, é possivel notar que, de forma geral, o método classico
de Cox para solucao de problemas de analise de sobrevivéncia possui melhor resultado.
O método de SVR, tanto com kernel aditivo, quanto com kernel radial é equiparavel
ao método de Cox. J4 o modelo 1, com kernel aditivo ou radial, de forma geral possui
resultado insatisfatério, abaixo dos demais. Por outro lado, o modelo 2 de fato retorna
resultados satisfatérios, podendo ser superiores ao método classico, porém com maior
dispersao de resultados. No entanto, é importante observar que nenhum método possui

indice de concordancia maior que 0,8; os melhores resultados encontram-se entre 0,6 e 0,7.

Na figura 6 é possivel observar que o pior resultado alcancado acontece com o
método de Cox; ja era esperado uma vez que esse método nao consegue modelar a nao-
linearidade dos dados. Os melhores resultados sdo alcancados com SVR com kernel radial

e modelo 2 com kernel radial, com indices de concordéancia entre 0,6 e 0,7.
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Results for the dataset: lung
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Na figura 7 é possivel observar que os melhores resultados ocorrem com os métodos
SVR com kernel radial e modelo 2 com kernel radial, com indices de concordéancia proximos
a 0,8. O pior resultado ocorre com modelo 1 com kernel aditivo, com indice de concordancia
em torno de 0,5; ja os demais métodos possuem grande dispersao de resultados, com

indices de concordancia variando entre 0,55 e 0,7.

Para os dados artificiais, é possivel notar, de forma geral, que o método de Cox

nao performa bem, enquanto os resultados para o modelo 2 e SVR, ambos com kernel
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Results for the dataset: veteran
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radial, sdo bastante satisfatérios. O modelo 1, com kernels radial retorna resultados pouco

superiores ao método de Cox, enquanto com kernel aditivo os resultados sao similares.
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Capitulo 4. Resultados e Discussdo
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Conclusoes

Este trabalho mostrou a utilizacao de maquinas de vetores de suporte na solu¢ao do
problema de andlise de sobrevivéncia para dados lineares e nao-lineares. O método proposto
em (BELLE et al., 2011a) mostrou-se eficiente para ambos os casos, em especial o modelo
2, ressaltando-se dos demais. Enquanto o método de Cox apresenta resultados satisfatorios
para dados lineares, o mesmo nao ocorre com dados nao-lineares. Os resultados para o

modelo de SVR tanto com kernel aditivo, quanto com kernel radial sao inconclusivos.

Trabalhos Futuros

Encontrar outras formas de solucao de analise de sobrevivéncia, em especial para
solucao de problemas nao-lineares. Uma das propostas é abordar o problema usando
gradiente estocastico, motivado pelo método do perceptron, que pode simplificar a imple-
mentacao. Além disso, redes neurais e métodos baseados em arvores também tém sido

estudados como abordagens possiveis.
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