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Resumo

Neste trabalho, analisa-se o problema de equalizacao de canais de comunicagao seleti-
vos em frequéncia com uma entrada e miltiplas saidas (SIMO - Single-Input, Multiple-
Output) sujeitas a ruido aditivo correlacionado. Tal modelo de sinal emerge, dentre
outras possibilidades, ao se sobreamostrar a saida de um filtro casado, como os comu-
mente utilizados em sistemas de comunicacao digital linear. Desenvolveu-se um novo
algoritmo de equalizacao cega baseado num Filtro de Particulas Rao-Blackwellizado
adaptado ao modelo considerado. Para se estabelecerem referenciais de desempenho,
foram também implementados algoritmos de equalizagao cléssicos, 6timos segundo os
critérios MMSE (Minimum Mean-Square Error) e MAP (Maximo a Posteriori) para
o modelo de sinal em questao. O desempenho dos algoritmos implementados foi ava-
liado através de simulagoes numéricas utilizando dados sintéticos. Observou-se nas
simulagoes que a utilizagao de algoritmos de equalizagao desajustados ao modelo de
sinal, que nao levam corretamente em consideracao as propriedades do ruido aditivo,
produz uma severa degradagao de desempenho.

Palavras-Chave: Equalizacao, Equalizacao Cega, Filtros de Particulas, Estimacao,
Métodos Bayesianos, Comunicacao Digital, Processamento de Sinais.
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Abstract

In this work, we analyze the problem of blind equalization of frequency selective
channels with a single input and multiple outputs (SIMO) subject to correlated ad-
ditive noise. Such model emerges, among other possibilities, when the output of a
matched filter, as those commonly employed in linear digital communications sys-
tems, is oversampled. We developed a novel blind equalization algorithm based on a
Rao-Blackwellized Particle Filter adapted to the presumed signal model. To establish
performance reference levels, we also implemented classical equalization algorithms
optimal in the MAP (Maximum a Posteriori) and MMSE (Minimum Mean-Square
Error) senses for the assumed signal model. We evaluated the performance of the
aforementioned algorithms via numerical simulations employing synthetic data. Sim-
ulation results indicated that the use of equalization algorithms that assume mis-
matched noise models leads to severe performance penalties.

Keywords: Equalization, Blind Equalization, Particle Filters, Estimation, Bayesian
Methods, Digital Communication, Signal Processing.
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~Y

Indica que a variavel é uma amostra
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Capitulo 1

Introducao

A necessidade cada vez maior de altas taxas de transmissao faz com que sistemas de
comunicagao se tornem mais sofisticados e complexos, com técnicas de comunicacao
digital se sobressaindo em relagdo aos métodos analdgicos [1]. Considere a figura
abaixo, que contém um diagrama de blocos ilustrando os componentes fundamentais

de um sistema de comunicagao digital [2]

Fonte Codificador Codificador
de de de Modulador
Informacao Fonte Canal
Canal
Sinal
de saida Saida Decodificador Decodificador
-~ do de de Demodulador
Transdutor Fonte Canal

Figura 1.1: Elementos basicos de um sistema de comunicacao digital.

Em sistemas de comunicagao praticos, o sinal transmitido é corrompido por ruido
e interferéncias de diferentes tipos [1]. Caso o canal - meio fisico utilizado para a

transmissao do sinal - seja seletivo em frequéncia [2], ocorrerd o fenémeno conhecido



por Interferéncia Intersimbélica (ISI). O uso de equaliza¢do - processo no qual os
efeitos introduzidos pelo canal sobre o sinal transmitido sao revertidos - no bloco
Demodulador da Figura 1.1, permite mitigar os efeitos da ISI.

Enquanto métodos tradicionais de equalizacao, ditos treinados, requerem o envio
de sequéncias conhecidas ou de treinamento, para que o receptor, de posse da entrada
e da saida do canal, estime os coeficientes da resposta ao impulso do canal, técnicas de
equalizac@o nao-treinada ou cega [3], ndo fazem uso dessas sequéncias, sendo portanto
preferiveis do ponto de vista de eficiéncia, aos custos de, em geral, um aumento na
complexidade computacional. Isso acontece pois, se o canal for variante no tempo, as
sequéncias de treinamento devem ser enviadas periodicamente, o que diminui a taxa
de dados 1til transmitida pelo canal [4]. Uma descrigao detalhada sobre cada bloco
da Figura 1.1 pode ser encontrada em [2].

Nas ultimas décadas, desenvolveu-se uma infinitude de algoritmos para equa-
lizacao cega, vide [3] para uma revisdo sobre o assunto. Filtros de particulas [5],
que sao técnicas para a solucao de problemas de estimagao em que as observacoes
sao relacionadas a um vetor de estados por uma relagdo nao-linear [6,7], podem ser
utilizados para o desenvolvimento de métodos de equalizacao cega.

Neste trabalho, é desenvolvido um novo algoritmo para equaliza¢ao cega num mo-
delo de sinal com multiplas saidas (Single-Input, Multiple-Output - SIMO) baseado
num filtro de particulas Rao-Blackwellizado [5]. O desempenho deste algoritmo é com-
parado ao de métodos cléssicos de equalizagao, como o Equalizador Linear MMSE [§]
e o Filtro em Grelha (Grid Filter) [9]. Especificamente, o modelo SIMO considerado
surge ao se sobreamostrar o sinal recebido; modelos semelhantes, porém, podem ser
obtidos ao se utilizar outras técnicas de diversidade, como por exemplo diversidade
espacial [2].

A principal motivagao para este estudo, é o fato dos algoritmos para equalizacao
cega nao necessitarem do envio peridédico de sequéncias de treinamento, trazendo

como consequéncias:

e A taxa util de transmissao é aumentada, pois dados podem ser transmitidos
durante o periodo que seria reservado para a transmissao da sequéncia de trei-

namento.

e M¢étodos treinados podem nao ser capazes de se recuperar caso haja uma va-
riagao subita dos parametros do canal antes da recep¢ao de uma nova sequéncia

de treinamento, fazendo com que os dados transmitidos apds esse evento sejam



perdidos. Na hipdtese de uso de um equalizador cego, esses dados poderiam ser

recuperados.

o As vezes, em redes broadcast, em que um transmissor envia dados para varios
receptores, se um receptor nao conseguir estimar o canal satisfatoriamente, sera
necessario aguardar a préxima transmissao da sequéncia de treinamento, o que
acarretaria na perda de todos os dados transmitidos durante a espera. Uma
possivel solugao para sistemas com canal de retorno, seria requisitar a retrans-
missao da sequéncia de treinamento; se isso ocorrer frequentemente, porém, a
eficiéncia do sistema sera baixa. Métodos de equalizagao cega permitem mitigar

este problema.

e Em contrapartida, métodos cegos apresentam um maior tempo de convergéncia
e encarretam num aumento da complexidade computacional em comparagao
com métodos treinados, devido ao fato de, em geral, lidarem com inversoes de

matrizes.

O texto a seguir esta organizado da seguinte forma: a formulagao matemaética
do problema tratado é descrita na Secao 1.1. Técnicas classicas de equalizacao trei-
nada, utilizadas para comparacao de desempenho, sao introduzidas no Capitulo 2.
No Capitulo 3, por sua vez, é apresentada a técnica de filtragem de particulas, ini-
cialmente para a solugao de problemas de estimacao genéricos e, posteriormente,
aplicada ao problema de equalizacdo cega de um canal com tunica saida (SISO). A
principal contribuicao deste trabalho, que foi o desenvolvimento de um novo algoritmo
de equalizacao cega para canais SIMO sob ruido correlacionado utilizando filtros de
particulas, é descrita no Capitulo 4. Em seguida, no Capitulo 5, o desempenho dos
diversos métodos é avaliado através de simulacoes numéricas e, finalizando o texto,

as conclusoes do trabalho sao relatadas no Capitulo 6.

1.1 Formulacao do Problema

Considere o sistema de comunicagao mostrado na Figura 1.2, que pode ser utilizado
em esquemas de modulacao digitais lineares, bastando-se para isso ajustar s, de forma
apropriada.

O bloco denotado por Mudanca de Medida faz com que a sequéncia de simbolos

transmitidos s, - que, numa modulacao BPSK por exemplo, assumiria valores do
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Figura 1.2: Modelo de sistema de comunicacao

conjunto {+1, —1} - sejam convertidos num trem de impulsos s(¢). Entao, esse trem
de impulsos passa pelo filtro de pulsos p(t) e entra no canal c¢(t). Adiciona-se ao
sinal ruido branco n(t) que entao vai para o filtro casado p(—t) [2].De acordo com o
modelo, uma estimativa dos simbolos transmitidos é obtida amostrando-se a saida do
filtro p(—t). Ao se amostrar y(t) a taxa de simbolos, pode-se mostrar que, caso p(t)
satisfaca o Critério de Nyquist, o ruido na saida do amostrador é branco [2]. Porém,
caso a amostragem seja realizada a taxas multiplas da taxa de simbolos, as amos-
tras de ruido serao correlacionadas. Neste caso, pode-se efetuar uma decomposi¢ao
polifasica [10] do sinal sobreamostrado, resultando em “subcanais virtuais”, amos-
trados a taxa de simbolos, caracterizando um sistema SIMO. A Figura 1.3 ilustra o
efeito da sobreamostragem do sinal recebido.

Conforme sera verificado a seguir, o ruido em cada um deste subcanais é branco,
porém, as amostras de ruido dos diversos subcanais, num mesmo instante de tempo,
sao correlacionadas.

No sistema de comunicagao ilustrado na Figura 1.2, s(f) é um trem de impulsos

modulado, da forma

s(t)= > sid(t—kT), (1.1)

em que s é a sequencia de simbolos transmitidos e T é a taxa de simbolos. O formato
dos pulsos transmitidos é definido pelo filtro p(t), que normalmente é forma raiz de
cosseno levantado [2], ¢(t) é a resposta ao impulso do canal, n(t) é o ruido aditivo,
suposto branco, Gaussiano de média nula e variancia o2, e y(t) é o sinal recebido,

modelado como

y(t) = s(t) % h(t) +v(t), (1.2)

em que

h(t) = p(t) * c(t) * p(—1), (1.3)
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Figura 1.3: Efeito da sobreamostragem do sinal recebido. (a) Amostrando-se a taxa
de simbolos T. (b) Amostrando-se a duas vezes a taxa de simbolos T, surgem 2
subcanais virtuais. As amostras de cada subcanal sao diferenciadas por o e x. (c)
Amostrando-se a trés vezes a taxa de simbolos T, surgem 3 subcanais virtuais. As
amostras de cada subcanal sdo diferenciadas por o, x e *

e
v(t) = n(t) * p(—t). (1.4)

Por fim, y( ") ¢ a r—ésima fase do sinal sobreamostrado, definido como
g Ay (kT + %T) , (1.5)

em que R € N indica o fator de sobreamostragem e r é um inteiro tal que
0<r<R.

Das Equagoes (1.1), (1.2) e (1.5), segue que o sinal sobreamostrado pode ser escrito

Ccomo Yoo
Y = l;m sih (k=0T + 27) +v (KT + 27) (1.6)

Observe que o sinal de saida y](:)

SIMO.

, 0 <r < R, define um canal seletivo em frequéncia



Pelas defini¢oes

h?éh@T+%ﬂ, (1.7)
e I (kT + %T) : (1.8)

segue que a Equacao (1.6) pode ser reescrita como

+0o0
y,(f) = Z slh,(Ql - v,(:). (1.9)
l=—00

Se o pulso P(t) = p(t) * p(—t) satisfizer o critério de Nyquist, Sy (f), a densidade
espectral de poténcia de v(t) é da forma o?|P(f)[?, em que P(f) £ F{p(t)} possui
simetria vestigial [2]. Como consequéncia, a sequéncia v,(:) terd espectro plano (Figura

1.4), pois

Sv (f+7) Sv (f) Sv (f -

s
. SN—

Figura 1.4: Densidade espectral do ruido na saida do amostrador.

+oo

Sy () :% > s (r-2) (1.10)

m=—0oQ

Assim, conclui-se que v,gr) ¢ um ruido branco. Ocorre, porém, que ’U,E:u) e U,(CU), u # 0,

sao correlacionadas, pois

E [v,&u)v,(:)] [v </{:T + %T) v (kT + ET)]

B
R
u v

:&%M+Eﬂﬂ+ﬁﬂ

n U—v
_ T

(%)
2 (2] o, (1.11)
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em que 7 é a densidade espectral de poténcia do ruido branco e [Z],, indica o elemento
(u,v) da matriz (de covariancia) =.
Observe que mesmo que P(7) satisfaga o critério de Nyquist, esta funcao sé é nula

se T = kT, k € Z. Disto conclui-se que v,iu) e v,(gv) sao correlacionadas.

1.1.1 Receptor MAP

A estimativa MAP (Méximo A Posteriori) dos bits transmitidos, l;k, é definida

como

by = arg max {p(brlyosesn)} - (1.12)
k

Em sistemas de comunicacao digitais lineares sobre canais seletivos em frequéncia
com parametros conhecidos - ou que possam ser estimados com precisao-, a estimativa
MAP dos bits, que minimiza a taxa média de erro de bit [11] dado um bloco de sinal
(i.e., A > 0 na Equagao (1.12)) pode ser determinada através do algoritmo BCJR [12].
Caso A = 0, a solucao MAP ¢é dada pelo Grid Filter, descrito na Segao 2.1.

Caso os parametros do canal sejam desconhecidos a priori, a estimativa MAP
dos bits nao pode ser calculada de forma exata; solucoes aproximadas para este pro-
blema, conhecido como equalizagao cega [3] ou semi-cega (caso trechos do sinal trans-
mitido sejam conhecidos), podem ser obtidas através de diversos métodos. Dentre
estes, destacam-se os métodos que aproximam diretamente a distribuicao a posteri-
ori dos bits (a partir da qual pode ser obtida a estimativa MAP) por distribuicoes
empiricas [5], tais como os métodos baseados em amostragem MCMC (Markov Chain
Monte Carlo) [13] e Filtros de Particulas [1,6,7], sendo estes o foco deste trabalho.



Capitulo 2
Técnicas Classicas de Equalizacao

Neste capitulo, descrevem-se técnicas classicas de equalizacao, que posteriormente
serao utilizadas para quantificar o desempenho dos métodos cegos analisados neste
trabalho. O estimador MAP utilizando Grid Filter, descrito na Secao 2.1, é de par-
ticular interesse por atingir a minima taxa média de erro de bit (BER) na situagao
em que os parametros do canal sao exatamente conhecidos. O equalizador MMSE
linear treinado (Segao 2.2) que implementa a solugao de Wiener [8], por sua vez, nao
atinge a minima BER possivel, mas é o limitante superior de desempenho de todas as

técnicas baseadas em filtragem linear, como por exemplo, os algoritmos RLS, LMS e
CMA [8].

2.1 Estimativa M AP treinada via Grid Filter

Nesta secao, por se tratar de um problema de equalizacao treinada, supoe-se que
a resposta ao impulso do canal é conhecida e, portanto, o condicionamento nesta
grandeza é omitido. Considerando o modelo de canal SIMO definido na Equacgao 1.9,

representado matricialmente como

Yn = X Hy, + 0, (2.1)
T
em que y, = [yr(lo) e ysz_l)] denota o sinal recebido no instante n, H, = [h(()o) e h‘LOZl
pR-) -]t : :
coohy ..hyoy retine os termos das respostas ao impulso dos R subcanais,
T
vy 2 |:U7(«LO) .. .véR_l)} representa a contribuicao do ruido aditivo, modelado como um

vetor aleatério Gaussiano com média zero e matriz de covariancia = (Equagao 1.11),



X, é uma matriz RL x R da forma

z, O 0
0 z, - 0

Xo=1 . . | (2.2)
0o 0 - m,

e Ty = [Sp Sy Sn L+1]T é um vetor com os ultimos L simbolos transmitidos.
O Grid Filter determina exatamente, de forma recursiva, a estimativa MAP dos
bits b, dada por
bn = arg max {p(balyon)} (2.3)

cuja f.m.p. pode ser calculada marginalizado-se a f.m.p. dos estados do canal, i.e.,

p(b”|y0:n) = Z p(xn’y():n)7 (24)

In | bn:SnSn71

onde foi suposto que se esta utilizando modulacao diferencial - i.e., b, = s,8,_1.

Para se obter p(x,|yo.n), observe que, dado p(x,_1|yo.n—1), pode-se escrever

p(xna Tn-1 ’yO:nfl) = p(xn‘xnfla yO:nfl)p(mnfl ’yO:nfl)' (2’5)

Mas, num sistema DBPSK,

, ses, =1
, (2.6)

, ses, =-1

p(xn|xn—17 yO:n—l) - p(xnlxn—l) -

N= N

para as transigoes de estado possiveis (i.e., as que respeitam a defini¢do de z,,). Con-

sequentemente,

xn|y0n 1 ZP Ty Tpn— 1’y0n 1 Zp(xn‘xnfl)p(mnfl|y0:n71)' (27)

A Equagao (2.7) define o chamado Passo de Predi¢ao do Filtro de Grelha. Note
agora que,

P(Yn|Tns Yon—1)2(Tn|Yo:n-1) = P(Yn, Tn|Yon—1), (2.8)



onde, a verossimilhan¢a p(yn|Tn, Yon—1) = P(Yn|x,) é dada por

p(yn|xn) :N(yn|XanaE) (29)
Observe agora que
p(l‘ |y0 ) _ p(ynaxn|y0:n—1) _ p(ynaxn|y0:n—1)
e PWnlvom—1)  Du. P(Yn: T Yom—1)’
donde
p(xn|y0m) _ p(yn|$n,?/0:n—1)P(%|yo:n—1) (210)

> e, PWnlT0)P(0lYoun-1)
A Equacao (2.10) define o Passo de Filtragem do Filtro de Grelha. Iterando-se as
equagoes (2.10) e (2.7), é possivel atualizar p(x,|yo.,) a cada instante n de modo a

incorporar as observacoes y,. A estimativa MAP dos bits pode entao ser obtida pela
Equagao (2.3).

2.2 Equalizador MMSE Linear
T
Seja Y, = y7(10) s 'y,(f?MH y7(zl) o 'y,(ll,)MH s y’SLRil) - -yfﬁ}}ll} a colecao do sinal
recebido nos ultimos M instantes através de cada um dos R subcanais. De acordo

com o modelo de sinal dado pela Equacao (1.9), v, pode ser expresso como

Yy =Hus, + v, (2.11)
em que
0
1
fH(l)
Har = Mo (2.12)
Y
hy?) b hy 0
- p B , (2.13)
0 hy” hy

10



- : (2.14)

Sn—M+1

yn = /UﬁLO) . e UﬁLO—)M—l-l U7(7,1) . o U’r(ll—)M—‘rl . o U£LR_1) N Uili;\llz,—l . (215)

Deseja-se obter a partir de y, uma estimativa do sinal transmitido s,_;, 0 <7 <

L+ M — 1, étima no sentido de minimos quadrados médios [8], como

§IE = gMMSEy | (2.16)
em que
-1
gMMSE — | [sn_igﬂ E [gngﬂ : (2.17)
Pode-se mostrar que [§]
E [Sn—zg:] - [HM]?—FI’ (218>

em que [Hy);,; denota a i-ésima coluna da matriz Hys, pois s, ¢ i.i.d., independente

de v, e E[|s,|*] = 1. Pelas mesmas razoes,
E [gngﬂ = E [Hus,spHu + 0,00 | = HuHy + 2 Ly, (2.19)

onde ® denota o produto de Kronecker e = é a matriz de covariancia do ruido, definida
na Equacao (1.11).
Utilizando-se as Equagoes (2.19) e (2.18) na Equagao (2.17) e, em seguida, substituindo-

se o resultado obtido na Equagao (2.16), segue que
SAMSE = M)l (HuHy +E@ Ty) 'y (2.20)

Note que, em geral, $MMSE £ 41 Assim, é necessdria a aplicacio de um detector

de limiar para se obter uma estimativa dos simbolos. Os bits transmitidos, entao,

pMMSE _ sMMSEgMMSE
n—

podem ser estimados como = 5, s 2R devido a modulagao diferencial.

11



Capitulo 3
Filtros de Particulas

Os métodos de Monte Carlo Sequenciais (Sequential Monte Carlo - SMC), também
conhecidos como Filtros de Particulas, sao técnicas, hoje bastante conhecidas e sélidas,
de algoritmos para se aproximar a solu¢ao de problemas de filtragem estocastica [7].
Seja xg., a sequéncia de wvaridveis de estado que se deseja estimar a partir das ob-
servacoes' yp.,. O Método de Monte Carlo Sequencial aproxima a distribuicao a
posteriori p(xo.,|yo.n ), necesséria para o calculo de estimativas MAP, por um enxame
de pontos, chamados de particulas. As particulas evoluem no tempo de acordo com
certas regras de simulacao, podendo se propagar ou desaparecer de acordo com sua
capacidade em representar certos pedagos do espago amostral [1,7]. A seguir, é for-
necido um esquema geral de um filtro de particulas, baseado em [7]. Uma descri¢ao
mais detalhada pode ser encontrada em [14] e suas referéncias.

A estimativa da distribuicao de probabilidade a posteriori se da através da apro-

ximagao empirica [7)

S wi(ag, — wo.)
p(l‘O:nkyO:n) ~ P—1_ (k) y (31)

> ko Wn

em que P > 1 é o numero de particulas, () é a fungao Delta de Dirac, x((f%

sao as particulas, amostras de uma f.m.p. conhecida como funcdo de importancia

T(Tom|Yon), € wﬁf’), o peso de cada particula, é dado por [7]

(p)
w® 2 P(Zg:n| Yo:n) (3.2)

™ (x(()pr)z ’yO:n)

'Em geral, z,, e y,, podem ser vetores com dimensoes arbitrarias.
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Definindo-se a func¢ao de importancia como [7]
T(@onlYon) £ T(TnlT0:0-1, Yo )T (Tom-1Y0m—1), (3.3)
as amostras de m(2o.,|Y0.n) podem ser obtidas recursivamente como [7]
wf?) (e, yon) (3.4)

e os pesos atualizados de acordo com [7]

(p) (p)
wgp) . wgpllp(xﬂ 7yn|x0 n717y0:n—1>‘ (35)

7 (@5 |1 Yorn-1)

Comumente, os pesos definidos por (3.5) sao normalizados [7] a cada interacao
de modo que tenham soma unitaria. Por simplicidade, é possivel utilizar a propria

f.m.p. de transicao de estados como funcao de importancia, i.e.,

7T( @) |‘T0n 15 Yorn— 1) ép( @) |I0n 15 Yo:n— 1) (36)

sendo os pesos agora atualizados como

w? oy p(ynlw s Yon1); (3.7)
pOlS p(xglp 7yn‘x0n 15 Yo:n— 1) (yn|33(()};771790:n—1)p(xn ‘xOn 15 Yo:n— 1)-

Pode-se verificar [5] que, em geral, apds algumas iteragoes do algoritmo, um dos
pesos normalizados tende a 1 enquanto os outros tendem a se anular, num fenémeno
conhecido como degeneracao da amostra. Para se mitigar este problema, pode-se utili-
zar uma funcao de importancia que minimize a variancia dos pesos, o que nem sempre
¢é praticavel. Uma solucao mais usual é realizar uma etapa de selecao, que descarta
particulas com baixo peso associado e replica as particulas com peso normalizado
alto, num processo conhecido como reamostragem [1].

Num passo de reamostragem, é gerado um vetor i(p) que contém os indices das
particulas sobreviventes através de um processo aleatorio. Ha diversos algoritmos
de reamostragem; o mais simples deles, conhecido como algoritmo multinomial [14],
determina os indices amostrando, independentemente e com reposicao, de f.m.p. de-
finida de forma que P{i(p) = ¢} = w'? , 1 < p,q < P. Vale ressaltar que nem sempre

é benéfico se reamostrar um conjunto de particulas, pois pode ocorrer de o conjunto
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de particulas resultante ter pouca diversidade, fendmeno que é conhecido como em-

pobrecimento amostral. Em [15], definiu-se o tamanho efetivo de uma amostra como

1
=P |, (0
S (wd)?

Pode-se mostrar que o tamanho efetivo da amostra é igual ao niimero de particulas

caso 0S Pesos w? sejam iguais [13] e diminui, tendendo a 1, caso a distribui¢ao dos

Ner = (3.8)

pesos seja desigual. Costumeiramente, um passo de reamostragem é realizado sempre

que N,y cair abaixo de um limiar arbitrario [1].

3.1 Equalizacao Cega de um Canal SISO utilizando

Filtro de Particulas Rao-Blackwellizado

Nesta se¢ao, descreve-se um algoritmo para equalizacao cega de um canal SISO utili-
zando um filtro de particulas Rao-Blackwellizado, tal como o proposto pioneiramente
em [15]. O termo Rao-Blackwellizado é utilizado para descrever técnicas de estimagao
em que a distribuicao a posteriori das grandezas estimadas é determinada através da
marginalizacdo de uma distribuicao conjunta, que originalmente poderia envolver ou-
tras grandezas que nao se desejam estimar explicitamente. Pode-se mostrar que este
processo reduz a variancia das estimativas das varidveis de interesse [5].

O problema de equalizacao cega de um canal SISO pode ser descrito como um pro-
blema de filtragem estocdstica [5], no qual se deseja estimar z,, dadas as observagoes

Yo-n definidas de acordo com o seguinte modelo de espago de estados

Ty =Ar, 1+ [5,0... O]T (3.9)
H, = FyHy 1 + (3.10)
Yn = szn + vy, (311)

em que A é uma matriz nula nula exceto na primeira subdiagonal inferior, onde seus
elementos sao unitarios, H, é definido como na Secao 2.1 com R = 1, F, é uma
matriz supostamente conhecida, u, é um vetor aleatério Gaussiano com média nula
e matriz de covariancia @), e v, é um processo aleatorio Gaussiano branco de média

2

nula e variancia o°. Caso o canal seja estatico, tem-se F,, = [ e (J,, = 0. Observe

que ¥, é uma funcao nao-linear do vetor de estados estendido [xz HT }T. O modelo
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de observagao definido pela Equagao (3.11) é sujeito a ambiguidade de fase, pois y,
¢ inalterado se z,, = —x, e H, = —H,,. Para contornar esta questao, é necessario o
emprego de modulacao diferencial ou de uma sequéncia de treinamento.

Caso H,, seja conhecido, a solugao exata do problema é dada pelo Filtro de Grelha,
descrito na Secao 2.1. Caso H,, seja desconhecido, é possivel projetar um filtro de
particulas para estimar [xg HT ]T explicitamente, o que geralmente nao leva a bons
resultados [13]. O filtro de particulas Rao-Blackwellizado, por outro lado, néo estima
explicitamente H,, tratando esta varidvel como um nuisance parameter [13], o que é
possivel pois a f.d.p. necessaria para o calculo dos pesos de um filtro de particulas

projetado para estimar z,, (Equagao 3.7) pode ser calculada como

p(yn"x(()pzw yO:nfl) = /L P(yn|$2p), Hn)p(Hn‘x(()py)l_la yO:nfl) dHna (312)
R
= Nyl 2P HY) 307 + (20)758) 2 (3.13)

pois p(yulz?, Hy) = N(y|(zP)TH,; 02) e, sob a hipétese de que Hy tem f.d.p. a
priori Gaussiana, p(H,|z®) | yom_1) = N(H,|H? %)

nln—1’ “'n|ln—1
médias a posteriori Hfﬁfl e a matriz de covariancia 253271 serem estimados recur-
sivamente através de um Filtro de Kalman devidamente projetado® [7] pois, dada a
sequencia de estados xé{’%, a densidade a posteriori do vetor de parametros do canal

), podendo o vetor de

no instante n, i.e., p(Hnlm((f%, Yon) ¢ Gaussiana. Vale destacar que, caso o canal seja
invariante no tempo, i.e. F,, =1 e (), = 0, o Passo de Predicao do Filtro de Kalman
acaba nao fazendo nada. O pseudocddigo do algoritmo resultante é listado na Tabela
3.1.

20 célculo detalhado das f.d.p.s presentes na Equacgao (3.12) é apresentado no Apéndice. Observe

que para se reduzir o caso SIMO ao caso SISO, basta fazer R=1e¢ Z = o2.
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Inicializagao do Algoritmo (n =0,p=1: P)

o 2 ~ (wo) = p(x0)

o wl? = + (P é o ntimero de particulas)

o Hy~p Ho) :N(H0|H0;Zo)

Paran>0,p=1:P,

e Filtro de Kalman: Passo de Predicao

r(p) i7(P)
o Hn?n—l o Fanp—l
o ESTZL_1 =Qn+ Fnzflp—)lFE

e Filtro de Particulas: Amostragem e Atualizacao dos Pesos

— 2P~ pla,)a?))

= i o wyyp(ynla, Youn-1)

= w,&”_)lN(yn|(x§Lp))TFI7§ﬁ_l; o+ (x%p))TEfﬁi_lxép)).
e Filtro de Kalman: Passo de Filtragem
_ %(lp) A ($$zp))TEfﬁzL,1$£zp) + o2
_ P Y — (x%p))THTSTBLA
_ HTQLP) _ ]j]ézr?)l_l + (vép))flzgﬁzl_lx%p)e%p)
- S =30 - o) el )l

e Reamostragem

Determine i(p), 1 < p < P, a partir de wﬁbp ) utilizando algum algoritmo de
reamostragem. Entao, faca

_ x(p) (i(p))

n = In
_ F(p) _ F(i(p))
_ 27(119) _ Eg(p))
— ¥ = /P

Tabela 3.1: Pseudocddigo do algoritmo para equalizacao cega de canais SISO.
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Calculo da Estimativa MAP

A estimativa MAP dos bits b,, é determinada por
b, = argbmax {p(bnlyon)} (3.14)

em que a f.m.p. p(b,|yo.n), obtida marginalizando-se a Equagao (3.1), é dada por

b

i
o

bglp) A S%p)sgp_)l’

sao, respectivamente, o primeiro e o segundo elementos do vetor xﬁf’ ),

em que supoe-se que um esquema diferencial seja utilizado, ou seja

onde st e stp_)l,
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Capitulo 4

Equalizacao Cega de Sistemas
SIMO Sob Ruido Correlacionado

Neste capitulo, desenvolve-se um algoritmo de equalizacao cega de canais SIMO sob
ruido correlacionado utilizando um filtro de particulas. O algoritmo aqui descrito
difere do apresentado na Secao 3.1 pelo fato de as observagoes ¥, serem vetores de
dimensao R > 1, tal como o suposto na Secao 2.1.

Como o descrito na Secao 3.1, a operacao de um filtro de particulas Rao-Blackwel-
lizado utilizando como funcao de importancia a funcao de transicao de estados se reduz

ao calculo dos pesos através da Equagao (3.7). Para isto, deve-se calcular a f.d.p.

p(yn‘xéﬁ)wy():nfl) :/R (yn’X(p ) (H ‘xOn 1> Yoin— 1)dHn> (41)
R

em que H, é uma matriz coluna RL X 1 que coleciona os termos das respostas ao
impulso dos R subcanais, definida na Secao 2.1.
Para determinar (4.1), observe inicialmente que, em decorréncia do modelo defi-

nido pela Equagao (2.1),
(yn‘ n 7 ) = N(yn’(Xr(Lp))THME)? (4'2)

em que y, ¢ uma matriz coluna R x 1 que contém as observagoes em cada subcanal
no instante n, X.* é uma matriz RL x R definida na Equacdo (2.2) (substituindo z,
por z\7) e Z ¢ a matriz de covariancia do rufdo, dada na Equagdo (1.11).

Pode-se mostrar por indugao que se a f.d.p. a priori p(Hy) for Gaussiana, entao

p(Hn|x(()’:’,)%1, Yon—1) ¢ uma f.d.p. Gaussiana para todo n > 0 (vide Apéndice). Explo-
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rando este fato, pode-se mostrar que, como consequéncia da Equacao (A.12),

Pl Yon1) = / Pl X Ho)p(Ho 5 Yoon )L Ho
R

N RRL N(yn|(X7(lp))TH”; EVN(H,|H n|n 1) Eiﬁl_l)dHn (4.3)
= N (yn| (X )THfLTT)L SE4 (X(P))TE£L|2L X0y,
em que Hﬁ’\?l | representa a média e 2557)1—1 a matriz de covariancia associadas a f.d.p.

p(H, \:L'On 1sYom—1). Para se determinar estes parametros, observe que, dado z? (e,
consequentemente, X )), o vetor H, é relacionado a observacao y, por um modelo

linear sujeito a observagoes Gaussianas, pois

H,=F,H, | +u, (4.4)
Yo = (XPYTH, 4 0, (4.5)

em que u, ~N(0;Q,), v, ~N(0;Z) e F, e X sdo matrizes supostamente conhe-

cidas.

Para o modelo dado pelas Equagoes (4.4) e (4.5), é possivel determinar FIT(LI\?L—l

27(5271 exata e recursivamente (vide Apéndice) através de um Filtro de Kalman [8],

cujas equagoes sao listadas a seguir.

e

e Passo de Predicao

ar . =FHY, (4.6)
S = Qut B FT (4.7)
e Passo de Filtragem
=®) _ ) — (
an Hn|n 1 =+ 2n|n 1X(p [(X )Tzn\n anp) + :] [ (X(p )Tann 1] (48)
E = D = S XIS X+ ST TR (+9)

Note que, diferentemente do caso SISO, o Filtro de Kalman projetado para o canal
SIMO requer a inversao de uma matriz de tamanho RL, o que incorre numa comple-
xidade computacional O(R3L?) para cada particula. O pseudocédigo do algoritmo

proposto é apresentado na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Pseudocédigo do algoritmo para equalizacao cega de canais SIMO pro-
posto.

para n = (0 facga

parap=1: P faca

° w%p) =1/P
o ) )
) ]:LSP) =0
° Z%p) =1
fim para
fim para

para n > 0 facga
para p=1: P faga
o Gere z) ~ p(a,|2%),).
e Calcule p(yn |2 yom_1) com (4.3).
e Atualize os pesos fazendo w o wgp_)lp(yn|x((f,)w Yon—1)-
fim para
e Normalize os pesos, i.e., 25:1 w? =1,
e Determine b, através de (3.14).
e Reamostre o conjunto de particulas.

fim para
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Capitulo 5
Simulacoes Computacionais

Foram realizadas simulagoes de um sistema DBPSK implementado com o filtro
de particulas descrito nas Secoes 3.1 e 4, utilizando-se 300 particulas. O modelo
considerado possuia 6 subcanais de ordem 3. Os parametros dos canais foram obtidos
amostrando-se, independentemente, para cada subcanal e realizacao, de uma f.d.p.
Gaussiana N(0; 1) e normalizando-se o resultado. A matriz de covariancia Z foi

tomada igual a

1 09 08 07 06 05 ]
09 1 09 08 0.7 0.6
08 09 1 09 08 0.7 ,
0.7 0.8 09 1 09 0.8
0.6 0.7 0.8 09 1 0.9
| 0.5 0.6 0.7 08 09 1

sendo 02 determinado de forma a resultar na relacao sinal-ruido desejada. Para
efeitos de comparacgao, também foram feitas simulacoes para equalizagao usando o
Grid Filter e o Equalizador MMSE.

O desempenho de cada um dos trés métodos de equalizacao foi testado para os
cendrios: i) ruido correlacionado com demodulagdo projetada para ruido correlaci-
onado, ii) ruido correlacionado com demodulagao projetada para ruido branco, iii)
ruido branco com demodulagao projetada para ruido correlacionado e iv) ruido branco
com demodulagao projetada para ruido branco. Para cada um desses cendrios foram
simuladas 600 realizagoes independentes nas quais 250 bits eram transmitidos, sendo
os primeiros 100 descartados para aguardar a convergéncia dos algoritmos. Estas
simulagoes levaram cerca de 48 horas num PC com processador Intel Core i5-320M
2.60GHz e foram realizadas com dados sintéticos em MATLAB®.
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A Figura 5.1 mostra a taxa média de erros de bit em funcao da relagao sinal-ruido
obtida para o Grid Filter para os cenarios considerados. Como se pode observar,
nos dois cendrios em que ha desajuste entre o modelo de sinal real e o adotado no
projeto do algoritmo de equalizacao, ha uma degradacao de desempenho. Além disso,
o cenario sob ruido correlacionado com equalizador devidamente projetado exibiu um

desempenho marcadamente superior aos demais.

Branco-Branco
Branco-Correlacionado
Correlacionado-Branco
Correlacionado-Correlacionado

BER

Figura 5.1: Taxa média de erro de bit (BER) em fungao da relagao sinal-ruido obtida
para o Grid Filter sob os cenarios descritos no texto. A legenda indica, em ordem, o
modelo de ruido real e o suposto pelo receptor.

A Figura 5.2, por sua vez, ilustra os resultados obtidos sob as mesmas condigoes
para o equalizador linear MMSE com 15 taps que calcula a solucao de Wiener ana-
liticamente [8]. Como pode ser visto, o comportamento qualitativo para os diversos
cenarios se manteve, com melhor desempenho para os casos em que o modelo correto
é adotado pelo receptor.

Na Figura 5.3 sao mostrados os resultados obtidos para o algoritmo cego baseado
em filtros de particulas descrito no Capitulo 4. Como se pode notar, o desempenho
observado segue as mesmas tendéncias dos métodos treinados, tendendo porém a um
patamar para os cenarios com desajuste de modelo para relagoes sinal-ruido superiores
a 10-15dB.

O desempenho dos trés algoritmos considerados ( Grid Filter, MMSE, baseado em

filtro de particulas) sob ruido correlacionado e utilizando o modelo correto no receptor
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Branco-Branco
Branco-Correlacionado
Correlacionado-Branco
Correlacionado-Correlacionado

Figura 5.2: Taxa média de erro de bit (BER) em fungao da relagao sinal-ruido obtida
para o Equalizador MMSE sob os cenarios descritos no texto. A legenda indica, em
ordem, o modelo de ruido real e o suposto pelo receptor.

Branco-Branco
Branco-Correlacionado
Correlacionado-Branco
Correlacionado-Correlacionado

Figura 5.3: Taxa média de erro de bit (BER) em funcao da relagao sinal-ruido obtida
para o equalizador cego baseado em filtro de particulas sob os cendrios descritos no
texto. A legenda indica, em ordem, o modelo de ruido real e o suposto pelo receptor.

é mostrado na Figura 5.4. Conforme o esperado, o Grid Filter, que calcula exatamente

a solugao MAP, exibiu um desempenho superior ao dos demais métodos. O algoritmo
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baseado em filtro de particulas, por sua vez, teve um desempenho inferior ao do Grid
Filter, ultrapassando, porém, os resultados do equalizador linear MMSE. Isto pode
ser justificado pois, apesar de o algoritmo baseado em filtro de particulas ser cego,
ou seja, nao conhecer os parametros exatos do canal, o mesmo aproxima a solugao
MAP, que é muito distinta da provida pelo equalizador MMSE. Vale ressaltar que o
desempenho de técnicas de equalizacao baseadas em estimagao linear (e.g., algoritmos
LMS, RLS, CMA [8]) é limitado pelo desempenho do equalizador MMSE.

O Grid Filter H
O  Equalizador MMSE (]
& Filtro de Patticulas

Figura 5.4: Comparacao dos Resultados para o caso em que o ruido é correlacionado
e a equalizacao supoe ruido correlacionado
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido um novo algoritmo para equalizacao cega de canais
de comunicagao SIMO sob ruido correlacionado baseado em filtros de particulas. A
correlagao entre as amostras de ruido emerge ao se efetuar a sobreamostragem do sinal
medido na saida do filtro casado da Figura 1.2, e nao pode ser evitada caso o pulso
utilizado satisfaca o critério de Nyquist. O desempenho do algoritmo desenvolvido foi
avaliado em diversos cenarios e comparado ao de métodos de equalizacao baseados
no Grid Filter e no Filtro de Wiener (MMSE).

Através de simulacoes numéricas, observou-se que o método cego proposto tem
um desempenho superior ao do equalizador linear treinado, as custas, porém, de
uma complexidade computacional mais elevada. Observou-se, também, que eventuais
descasamentos entre o modelo de sinal suposto pelo receptor e o efetivamente utilizado
na geracao do sinal impactam significativamente no desempenho dos equalizadores, o
que justifica o aumento da complexidade computacional dos algoritmos que adotam

o modelo correto.

25



Referéncias Bibliograficas

1]

E. Punskaya, “Sequential monte carlo methods for digital communications,”
Ph.D. thesis, Cambridge University Engineering Department, Cambridge, U.K.,
2003.

J. G. Proakis, Digital Communications, 4th ed. New York: McGraw-Hill, 2000.

Z. Ding and Y. Li, Blind Equalization and Identification, ser. Signal Processing
and Communications. Boca Raton, FL: CRC Press, 2001.

E. Moulines, P. Duhamel, J.-F. Cardoso, and S. Mayrargue, “Subspace Methods
for the Blind Identification of Multichannel FIR Filters,” IEEE Trans. Signal
Process., vol. 43, no. 2, pp. 516-525, 1995.

A. Doucet, A. Smith, N. de Freitas, and N. Gordon, Sequential Monte Carlo
Methods in Practice, ser. Information Science and Statistics. New York: Sprin-
ger, 2010.

J. Miguez and P. M. Djuri¢, “Blind Equalization of Frequency-Selective Chan-
nels by Sequential Importance Sampling,” IEEE Trans. Signal Process., vol. 52,
no. 10, pp. 2738-2748, Oct. 2004.

C. J. Bordin and M. G. S. Bruno, “Particle Filters for Joint Blind Equalization
and Decoding in Frequency-Selective Channels,” IEEFE Trans. Signal Process.,
vol. 56, no. 6, pp. 2395-2405, Jun. 2008.

A. H. Sayed, Adaptive Filters. New York: John Wiley & Sons, 2011.

M. S. Arulampalam, S. Maskell, N. Gordon, and T. Clapp, “A Tutorial on Parti-
cle Filters for Online Nonlinear /Non-Gaussian Bayesian Tracking,” IEEE Trans.
Signal Process., vol. 50, no. 2, pp. 174-188, 2002.

26



[10]

[11]

[12]

[15]

A. V. Oppenheim and R. W. Schafer, Discrete-Time Signal Processing, 3rd ed.
Upper Saddle River, NJ, USA: Prentice Hall Press, 2009.

S. M. Kay, Modern spectral estimation. Pearson Education India, 1988.

P. A. Devijver, “Baum’s forward-backward algorithm revisited,” Pattern Recog-
nition Letters, vol. 3, no. 6, pp. 369-373, 1985.

T. Clapp, “Statistical methods for the processing of communications data,”

Ph.D. dissertation, Univ. Cambridge, Cambridge, U.K., 2000.

A. Doucet, S. Godsill, and C. Andrieu, “On Sequential Monte Carlo Sampling
Methods for Bayesian Filtering,” Statist. Comput., vol. 10, no. 3, pp. 197-208,
Jul. 2000.

J. S. Liu and R. Chen, “Blind Deconvolution via Sequential Imputations,” J.
Amer. Statist. Assoc., vol. 90, no. 430, pp. 567-576, 1995.

27



Apeéendice A
Filtro de Kalman

Neste apéndice! sao deduzidas as equacoes do Filtro de Kalman pela via Bayesiana,
das quais se fez uso no Capitulo 4. Para isto, considere o seguinte modelo que relaciona

o estado H,,, de dimensao RL x 1 a observacao vy,, de dimensao R x 1

H, = FyHy_y + uy, (A.1)
Yn = X};Hn + Uy, (A.2)

em que u, ~ N(0;Q,), v, ~N(0;Z) e F, e X,, sdo matrizes deterministicas conhe-
cidas.

Deseja-se, para o modelo considerado, determinar a f.d.p. a posteriori p(H,|Xo.n, Yo-n),
que reune toda a informacao a respeito de H,, disponibilizada pela sequéncia de ob-

servacoes 1o.,. Para tal finalidade, observe inicialmente que

p(Hn|X0:n—17y0:n—1) = / p(HnaHn—1|X0:n—1ay0:n—l) dHn—l (AB)

RRL

= /RL p(Hn|anlaX0:n717yO:n71>p(Hn71‘X0:n717yO:nfl) dH,
R .
(A.4)

_ / p(H | Hor 0 )p(Ho 1| Xom 1. Y1) dH 1, (A.5)
RRL

sendo a ultima igualdade decorrente do fato de que H,, é independente de Xj., dado

'Por clareza, omite-se neste Apéndice o sobrescrito p que indica o indice da particula associada
a cada grandeza.
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H, ;. Note, adicionalmente, que

HTL7X’I’L7 n X m—1, n—
p(HanO:n7y0:n) - p( J | 0 1. 40 1)
p<Xnayn|X0:n—1ay0:n—1)
anXna nX n—1, n—
p( Yn| Xon—1, Yon—1) (A7)
fRRLp(Hnamen|X0n 15 Yo:n— 1) dH
p( |Hn7X0:n7y0:n—1) (Xn|Hn7X():n—layO:n—l)p<Hn|X0:n—1ay():n—l)
(y

fRRLp | Hiy Xo:n, Yom—1)P(Xn| Hpy Xom—1, Yom—1)P(Hp| Xomn—1, Yon—1) dH,
(A.8)
_ p(yn|Hn?Xn)p<Xn|Xn71>p(Hn|X0:nflayO:nfl) (A 9)
fRRL p(yn|Hna Xn)p(anXn—l)p(Hn|X0:n—17 yO:n—1> dHn ‘
_ PWn|Hps Xn)p(Hu| Xon—1, Yon—1) (A.10)
fRRL P(WnlHyy Xo)p(Hp| Xom-1, Yo—1) dH, ‘

em que a simplificacao de (A.8) para (A.9) se deve a relagoes de independéncia con-
dicional induzidas pelo modelo de evolugao temporal de H,,.

Suponha agora, como passo de indugao, que p(H,—1|Xo.n—1, Yo:n—1) seja uma f.d.p.

Gaussiana, ou seja, p(H,_1|Xomn-1,Yon-1) = N(H,_1|H,_1;3,-1). Note que esta
hipétese pode ser observada trivialmente para n = 1 supondo-se que Hy é um vetor
aleatério Gaussiano a priori, isto é, p(Hy) = N (Ho|Ho; X).

Como consequéncia da hipdtese de indugao, segue que

p(Hn|X0:n—17 y():n—l) - N(Hn|Fan—1, Qn>N<Hn_1|Hn_1; Zn—l) dHn_l. (All)

RRL

Para prosseguir com o célculo de p(H,|Xo.n—1,Yon—1), serd utilizado o seguinte

teorema.

Teorema 1. Pode-se mostrar que
N (c|Ab; C) N (b|b; B) = N'(c|Ab; C + ABAT) N'(blb; B), (A.12)

em que b e B sio dados, respectivamente, pelas Equagoes (A.21) e (A.20).

Demonstracao. Observe inicialmente que

N(c|Ab;C) N (b|b; B) = (271)~ mEe |B|_5|C'| 2 eXp{ 2} , (A.13)
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em que ng e ne denotam, respectivamente, as dimensoes dos vetores b e ¢, e
A= (c—AD)'C c— Ab)+ (b—b)"B (b —1b). (A.14)

Deseja-se manipular A de forma a isolar b em uma forma quadratica. Para isto, note

que

A=b"(ATCT'A+ B Yo —2(c"CrPA+ "B Yo+ O e +0" B (AL15)
=0b-0)"B'(b—b)+A (A.16)
=b'B7 % — 20" B0+ 0" B~ + A, (A.17)

em que A, por defini¢ao, nao é funcao de b. Disto, conclui-se que

Bl =ATC'A+ B, (A.18)
VBt =cCtA+ b B7 (A.19)

Aplicando o Lema de Inversao de Matrizes a (A.18), segue que
B =B - BAT(ABAT + C)"'AB. (A.20)

Multiplicando (A.19) por (A.20) a direita, obtém-se, ap6s manipulagoes algébricas,

que
b="b+ BAT(ABAT + C) e — Ab]. (A.21)

Substituindo as expressoes de b e B em (A.16), conclui-se, apds extensas mani-

pulagoes, que
A = (c— AD)T(ABAT + C) ' (c — Ab). (A.22)
Em conclusao, deduziu-se que

A = (c— AD)T(ABAT + O)Y(c — Ab) + (b — b)T B~ (b — b). (A.23)
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Substituindo-se (A.23) em (A.13), resulta que

ABAT Bl2
N (c| Ab; C) N (bl B) = | +C’| 3

N (c|Ab;C + ABAT) N'(b|b; B). (A.24)
|BJ2|Cl>
Ocorre porém que
|ABAT + C||B|2 |ABAT + C|2 B
HEE BRICE|B + ATC A}
I+ ABATC™'z  |A+ ABATC 1Al _, (4.25)
I + B-LATC-Alz  |A+ ABATC-'Alz '
Substituindo o resultado de (A.25) (A.24) leva ao resultado do teorema. [

Utilizando o Teorema 1, pode-se reescrever (A.11) como

p(Hn|X0:n—1a y():n—l) = N(Hn|Fan—17 Qn + ngn—an)N(Hn 1|f{n 1 ~n 1) dHn 1
RRL

(A.26)
= N(H,|FHyo1;Qn + F 501 F), (A.27)
S N(Hn|Hn|n—1; Zn|n 1) (A28)
pois H,,_1 e in,l nao sao funcoes de H,_;
Substituindo (A.28) em (A.9), resulta em
N(yn’XTHTW ) (H ’Hn\n 15 n|n 1)
p Hn X sy Yo ) — = A.29
X v0en) = R KT H 2N CHo Hogo 1 S 1) A (A.29)
_ N(yn|Xg;Hn|n—la =+ Xn En\n—lX ) (H |ﬁ )
fRRL N(yn‘Xanln—l; =+ ngnln—lX JN (Hp|Hp; ¥5) dH,
(A.30)
= — (A.31)
(yn|X;{Hn|n—l7‘:' + ngnm—lX )
= N(H,|H,; %), (A.32)
em que, empregando (A.21) e (A.20), obtém-se
H E[n|n 1+ 2n|n lX [X En\n lX + ] [ - Xgﬁnm—l]a <A33>
Y = En|n—1 - En|n—1)(n[)(n 2n|n—1)(n + :] lezn\n 1 <A34)
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O resultado da Equagao A.32 implica, pelo Principio da Inducao Finita, que

p(Hy| Xowm, Yon) € Gaussiana para todo n.
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